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1 Definicao

1.1 Sequéncias

Uma seqiiencia de nimeros x1, xs, . . ., £, pode ser compreendido por uma tupla de n-
elementos, simbolizando por: S = (z1, z, ..., x,) no qual diferentemente de um conjunto,
a ordem de seus elementos importam na composicao geral do problema analisado.

Considere #S o numero de elementos da sequéncia S e S(k) o k-ésimo elemento da
sequéncia ja mencionada. Por tultimo, irei colocar como fato que estudaremos apenas
sequéncias finitas, ou seja, sempre existe um numero natural A\ que é maior que #S

(A > #9) .

Formalizacao

Para um leitor que queira formalizar a definicao de sequéncia podemos compreendé-la
como uma fungao S dos naturais em algum subconjunto dos reais.

S:N—>ACR
n— S(n)

1.2 Progressao Aritmética

Seja S uma sequéncia de elementos de A C R, caso
(Fre A:S(k+1)—S(k)=r)(Vk € N)

diremos que S é uma progressao aritmética, ou melhor, uma PA. Para quem nao esta
muito acostumado com logica matematica, o que fora exposto significa que para obter o
préoximo elemento de uma PA vocé precisa somar uma constante r ao elemento anterior
(argumento valido a qualquer elemento a partir do segundo).

Dessa forma:

S(2) = S(1) +r
S(3) = S(2) +r

1.3 Exemplos

S1=(1,2,3,4,...,10) é uma PA com S(1) =1er =15, =(2,4,6,8,...,20) é uma
PA com S(1)=2er=2853=(1,3,5,...,11) ¢ uma PA S(1) =1ler =2

2 Teoremas Fundamentais

2.1 Termo Geral

O primeiro teorema envolvendo PA que ird ser exposto é o que possibilita o calculo
de S(k) conhecendo apenas S(1) e o valor de r (que convenientemente recebe o nome de
razao da PA).



Teorema 1 S(k) =S5(1)+r-(k—1) (Vk € N)

Prova 1 Utilizando o principio da inducdo completa, € imediato que a formula se vale
para S(1) pois S(1) +r(l — 1) = S(1). Agora nosso objetivo é mostra que se S(k) =
S(1)+r(k —1) entao também é verdade que S(k+ 1) = S(1) + rk utilizando unicamente
a nossa hipotese de inducao.

S(k+1) = S(k) +7r=(SA) +r(k— 1)) +r=51) +r(k—1+1) = S(1) +rk

Para validar que trés valores ordenados podem estar em uma PA o seguinte teorema serd
de grande proveito

2.2 Teorema do Valor Intermediario/Médio

Teorema 2
S(k+1)+S(k—-1)

2
Prova 2 Sabe-se que S(k+ 1) = S(k)+r e que S(k) = S(k — 1) + r portanto,

= S(k) (Vk € N)

r = S(k+1)=S(k) = S(k)—S(k—1) - S(k-+1)+S(k—1) = 28 (k) -, SF D) ; Sk=1 _ g

Possivelmente vocé conhece a histéria do Gauss que diz que enquanto crianca, calculou
em instantes a soma de todos os numeros naturais de 1 a 100. Uma das ideias que ele
usou para realizar o célculo se encontra aqui

2.3 Simetria da Soma Classica

Teorema 3
Sx)+S(y)=keR (Ve,yeN:z+y=#5+1)

Prova 3 Considere o caso base comx =1 ey =#S .. S(1) + S(#S5) = k, agora vamos
realizar um incremento em x e logo um decremento ordenado em y.

r=2ey=#S—-1..52)+SH#S—-1)=S1)+r+S#S)—r=k
r=3ey=#S—-2.SB)+SH#S-2)=5S2)+r+SHS—-1)—r=k

v = #S ey =1 - S#S) + S(1) = S(1) + S(#S) = k

O caso acima ¢é uma simplificacao para uma simetria maior que eu irei apresentar mais
tarde, porém antes preciso mostrar uma propriedade algébrica muito importante.

2.4 Miscelania Algébrica

Teorema 4
S(a+0b)=S(a)+rb=5(b) +ra (Va,b € N)

Prova 4 S(a)=S(1)+r(a—1), S(b)=5S1)+rb-1), S(a+b)=51)+r(a+b—1)
Sla+b)=51)+r(a—1)+rb=5(1)+rb—-1)+ra=S(a)+rb=5()+ra

Agora sim temos capacidade de demonstrar a simetria geral de uma PA que é bem elegante
de se observar e utilizar para facilitar a resolucao de problemas que o envolvem.
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2.5 Simetria da Soma Geral
Teorema 5

Sx)+S(y)=keR (Vr,yeN:z+y=a€N)

Provab z+y=a=y=a—xz= S(x)+Sy) =Sx)+Sla—z)=51)+r(x—1)+
S(a) —rx=S(1)—r+rx+S(a) —re=S(1)+ S(a) —r =k que é uma constante pois
a € um numero natural fixo

Utilizando o Teorema 4 novamente podemos fazer uma expansao do Teorema 2

2.6 Teorema do Valor Intermediario/Médio Geral
Teorema 6
S(k+a)+ Sk —a)
2

Prova 6 S(k+a)=S(k)+ra, S(k—a)=S5(k)—ra

= S(k) (Vk,a € N)

S(k+a)+ S(k—a)=95k)+ra+Sk)—ra=25(k) .. Stkta)+ S(k—a) = S(k)

3 Soma dos Elementos de uma PA

Considere uma progressao aritmética S, chamaremos de soma dos elementos de uma
PA o valor de Xg:

#S
Ss =Y S(i)

Eu irei apresentar duas demonstracoes para a formula de ¥ g que envolve unicamente
S(1) e #S que eu chamarei de n por fins de simplificagao.

Prova 7
Ys=8S(1)+52)+---+Sn)=Sn)+Sn—-1)+---+5(1)
S22 =(S(1)+Sn)+(S2)+S(n—1))+...+(S(p) + S(n+1—1p))

Temos dois casos agora: Seja n impar, a parcela limite S(p) + S(n + 1 — p) serd igual a
S(™)+S(2£1) e caso n par, a parcela limite serd igual a S(%)+S(2+1) e S(5+1)+S(%).

De qualquer forma encontraremos sempre pares do tipo S(0) + S(n+1—0) que como
ja vimos no Teorema 8 serao igual a S(1) + S(n). Logo,

25 =(S(1)+S(n)+(SA)+S(n))+---+(S(Q)+S(n)) =n(S(1)+ S(n))

rn(n —1)

SYg=(S(1)+SMn)-==(251)+r(n—-1))-

NS



Prova 8 Para isso utilizarei o principio da inducdo completa. Com o caso base € imedi-

ato jd que Xg, =1-S(1)+r-1(1—1)-3 = S(1). Agora tenho que mostrar que dado X, =
rk(k+1)

ES(1)+ w para algum k qualquer, deve ser vdalido que Xg, | = (k+1)-S(1) + —=5—.

rh(k ~ 1) 1))+(5(1) + k)

S, + Sk +1) = S, - (kS(1) + 25

rk(k—1)+2rk
2

:(k+1)-5(1)+@

:(k+1)'3(1)+ :Esk+l

4 PA de Segunda Ordem

Até o momento falamos apenas de progressoes aritméticas classicas, que recebem o
nome de PA de Primeira Ordem ou simplesmente PA. Porém ha casos mais complexos
que nao obedecem a definicao porém se assemelham ao comportamento que estudamos.

Seja S = (1,2,4,7,11,...,5(n)) uma sequéncia de inteiros e perceba que a mesma
verifica as seguintes igualdades:

S(2) — S(1) =1, S(3) — S(2) =2, S(4) — S(3) =3 ¢ S(5) — S(4) =4

Ou seja, as razoes parciais formam uma PA de razao igual a 1 denotada por Rg =
(1,2,3,4,..., Rs(n)). Esse é o exemplo base que irei utilizar para definir formalmente o
que seria entao uma progressao aritmética de segunda ordem.

Definicao 1 Rg € uma sequéncia formado pelas razoes parciais da sequéncia S, dessa

forma #S =n<< #Rs=n—1
Definicao 2 Dada uma sequéncia S, caso:

(JR € R\ {0} : Rs(k+ 1) — Rg(k) = R)(Vk € N)
Chamaremos S de uma progressao aritmética de sequnda ordem, ou melhor, As.
Perceba que se caso R = 0 teriamos um caso cldssico de progressao aritmética (A;).

Portanto, certas constatagoes feitas nessa secao podem ser particularizadas para o que ja
vimos assumindo tal igualdade.

4.1 Termo Geral

Uma das coisas de mais importancia ao se estudar uma sequéncia de recorréncia co-
nhecida é determinar o valor de S(k) sabendo unicamente de parametros iniciais como
S(1) e k.

No caso de uma A, conseguimos determinar S(k) sabendo unicamente S(1), k, R e
Rg(1). Para fins de simplificagao entenda Rg(k) = R(k).

S(2)=5(1)+R(1),53)=52)+R(2)=5(1)+ (R(1)+ R(2))
S(4)=5(1)+ (R(1)+ R(2) + R(3))

S(k)y=S1)+ (R(1)+---+ R(k—1))

Perceba que R(1) 4 ---+ R(k — 1) é a soma dos elementos de uma A; que serd igual,
como ja vimos a:



(n—1)(n—-2)-R

R+ +Rn—1)=(n—1)-R1)+ :

Portanto somamos essa expressao a S(1) e obtemos finalmente a expressao do termo
geral procurada.

Teorema 7 Seja S uma Ay € valido para todo k € N

(k—1)(k—2) R
2

S(k) = S(1) + (k — 1) - R(1) +

Para vermos essa férmula em funcionamento considerarei o nosso caso base S =

(1,2,4,7,11,...,5(n))

5(1)=5(1)+(1—1)-1+(1_1)<;_2)'1:1

S(2):S(1)+R(1)+(2_”(3_2)'1:1+1:2
S(3):S(1)+2-R(1)+(3_1)<;’_2>'1=1+2+§:1+2+1=4
S(4)=S(1)+3-R(1)+W:1+3+g:1+3+3:7
5(5):S(l)+4-R(1)+w:1+4+%:1+4+6:11

Como ja era de se esperar caso R = 0 (uma A; disfargada) teremos que S(k) =
S(1)+ (k—1)R(1) = SA) + r(k — 1), igual ao Teorema 1 demonstrado por indugao
completa.

Talvez voce ja tenha percebido um certo padrao nas férmulas de termo geral ao analisar
Aj e Ay, E sim ele é valido para todo tipo de A,, gerando a féormula master que so recebera
demonstracao mais adiante.

S(E) = S(1) + (k— 1) - Ry(1) + FZ D y 2) Bo(l) | (k= D)(k— 2)3(|k —3) - Bs(1) |

N (k—1)(k—2) n' (k—mn)- Ry(1)

No qual R, sao as razoes parciais que se tornam cada vez mais implicitas, quase
)
que como uma andlise em piramide de todas as razoes termo-termo ou razao-razao da
progressao aritmética analisada.

Observagao 8 Se vocé considera um Ay com contradominio em Z € imediato que S(k) €
(k—1)(k—2)-R(1)
2

Z.. Dessa forma a fracao deve ser wm inteiro, e a aritmética da

divisao inteira garante isso jd que:

k—1=2-g4+1r com 0 <r < 2 dessa forma 2-qg =k —1—1r que pode ser tanto
k—1 quanto k — 2, ou seja, ao menos uma dessas expressoes serd 2-q que € um multiplo
explicito de 2(¥q € 7).



4.2 Soma dos Elementos A,
Considere S uma As. Temos que:

S(1)=S(1)+0-R(1)+0-R
S(2) = S(1)+ R(1)+0- R

S3)=S12)+R(2)=S1)+(R(1)+R(2)=S1)+2-R(1)+R
S(4)=SB)+R3B)=S3)+R(1)+2-R=S(1)+3-R(1)+3-R
S(B)=S4)+RM4)=S4)+R(1)+3-R=S(1)+4-R(1)+6-R

+(n—1)2(n—2)

R

Somando todas as equagoes acima e reordenando termos semelhantes encontramos a ex-
pressao da soma dos elementos que irei novamente chamar de g

(0= =2)

Sg = n-S(1)+ (041424 +(n=1))-B(1)+ (0+0+ 14346+ -+ >

Para podermos avangar é necessario saber como calcular

(n— 1)2(n—2)>

Que equivale ao seguinte somatoério p = > | W _
i=1

p= %(Zi2+2—3i+22)
1 =1 =1

1=

(143464 4+

SN2 —3i+2
=1

(2

N | —

b (n(n+ H@n+1) 3n(n+ 1)
2 6 2
nn+1)2n+1) —9n(n+1)+ 12n
12
n(2n?+3n+1—-9n—9+12)
N 12
n(2n* —6n+4) n(n?—3n+2)
- 12 N 6
n(n—1)(n—2)
6

+ 2n>

Logo,

n(n—1)
2

n(n—1)(n —2)
6

‘R

S =n-S(1)+ CR(1) +

Teorema 9 Seja S uma As, a soma dos elementos da sequéncia simbolizado por ¥g serd
dada pela expressao:

n(n—1)
2

n(n—1)(n —2)
6

Ys=mn-S(1)+ -R(1) + ‘R



Perceba novamente a sutileza dessa conclusdo ao se considerar R = 0 (uma A; dis-
farcada). Encontramos a expressao simplificada

nr(n —1)

nR(1)(n —
2 2

Exatamente como concluimos nas provas 7 e 8 da secao 3.

5 Analise Polinomial

5.1 Soma A;
Lembrando que a soma dos elementos de uma A; é dado pela seguinte formula:
-1
S = nS(1) + % —n. (5(1) - g)+n2 : g

A qual podemos compreender como um polinémio de grau 2 com termo independente
nulo. Dessa forma, Yg = an + bn? para a,b € R. Logo, ao nos depararmos com uma A;
qualquer nao é necessario gravar qualquer féormula, apenas o calculo de um sistema linear
2x2.

Vamos considerar o caso mais simples S = (1,2,3,4,...,5(n))

at+b=1
20 +4b =3

1 1
2a+2b:2e2a+4b:3.'.2b:3—2:1.'.b:§eazl—b:§
0 di teori ta jd que b= - — - sqy—L-1-L1_1
ue condiz com a teoria exposta ja que = - =—€ea= _— - = _ = = —
4 posta ja q 272 2 272
1 1
25:§-n+§~n2

Utilizando esse mesmo raciocinio podemos chegar numa formula de ¥g que envolva
unicamente S(1) e S(2) que geralmente serao dados.
a+b=5(1)
{ 2a+4b=S5(1) + S(2)

2= S(l) + S<2) -2 S(l) - 5(2) - S(l) cob = w como também
a=5S(1)—b=S(1)— S(2) ; S(1) _25(1) - 52(2) +5(1) _ 35(1)2_ S(2)
g = 35(1) — S(2) - S(2) — S(1) P

5.2 Termo Geral A,

Utilizando o mesmo raciocinio algébrico da ltima sub-se¢ao podemos pensar na ex-
pressao do termo geral de uma As; como um polinémio de grau 2, mas nesse caso com 0
termo independente nao obrigatoriamente nulo. S(k) = an+bn?+c. Ou seja, precisaremos
de um sistema linear 3x3 para poder encontrar todos os coeficientes reais.

Considere S = (1,2,4,7,11,...,5(n))

a+b+c=1
20 +4b+c =2
3a+9+c=4

(I —(I)=a+3b=1
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(I11) — (I) = 2a + 8b = 3

1
.'.2a+8b—2a—6b:3—2:>2b:1:>b:§, também tem-se que a = 1 — 3b =
3 1

2 2
1 1
Finalmente,a+b+c:1:>§—§+c:1<:>c:1
1 1
5.3 Soma A,

Como ja vimos na sub-secao 4.2, temos que a soma dos elementos de uma Ay serd
igual a:

n(n—1) n(n—1)(n —2)
2 6
Podendo ser estudado como um polinomio real de grau 3 na variavel n = #S de termo

independente nulo semelhante ao caso de 5.1.

S = nS(1) + CR(1) + ‘R

Yg=an®+b*+cn ,a,bceR

Portanto precisamos de um sistema linear 3x3 para encontrarmos os valores dos trés
coeficientes.

5.4 Generalizacao

O objetivo nesse momento é generalizar as ideias expostas acima para o caso geral de
uma Ay com k € Ny

Sempre precisaremos de um sistema linear kxk para que seja possivel determinar tanto
o termo geral quanto a soma, e isso se da simplesmente porque é a partir deles que sera
possivel de forma implicita calcular as razoes parciais e entao considerar todos os Ry, Ro,
..., Ri_1 no resultado final.

Agora, a questao de que nos dois casos sempre encontramos uma expressao polinomial
pode se justificar pois quando temos uma A, as razoes parciais diretas estdo em uma
Aj_1. Dessa forma, por indugao e um pouco de algebra, concluimos que se Ay (ou ate
mesmo A; ) é vélido as ideias acima também serd para qualquer Ay com k € N.s.

5.5 Resumo

O termo geral de uma Ay serd uma expressao polinomial em n = #S com grau k e
termo independente nao necessariamente nulo.

E a soma dos elementos de uma Ay serd uma expressao polinomial em n = #S5 com
grau k + 1 e termo independente necessariamente nulo.
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6 Caso Geral

6.1 Termo Geral

Seja S uma Ay com k € Ny, .Uma identidade necessaria para compreender os proximos
passos é que Ry, (p) = Ry(p—1) + Ryi1(p—1), ¥p € Noy e Vw € N,

5(2) =5(1) + Ra(1)
S5(3) = 5(2) + Ri(2) = 5(2) + Ri(1) + Ra(1) = S(1) + 2 Ri(1) + Ro(1)
S(4) = S(3) + Ri(3) = S(3) + Ri(2) + Ra2(2) = S(3) + Ri(1) + Ra(1) + Ro(1) + R3(1)
= S(1) + 3Ry (1) + 3R2(1) + R3(1)

(n— 1)2§n —2) (n—1) k' (n—Fk) Re(1)

O essencial é perceber que podemos reduzir a expressao S(k) para uma combinagao
linear de S(1), R1(1), Ra(1),..., Rx(1). E os valores dos coeficientes serao dados utilizando
a algebra acima, que reduzem os mesmos para os valores de um termo geral de uma A,
com p < k.

Por exemplo, o coeficiente de Ry(1) parte do termo geral de uma A,. E o coeficiente
de uma R3(1) parte do termo geral de uma As. Logo, a regra se da sempre obtendo o
coeficiente de R,(1) por uma A,.

O termo geral de uma A, pode ser calculado semelhantemente ao caso do A, no qual
¢ necessario o conhecimento da féormula da soma dos elementos de uma A;. Portanto,
cria-se a ideia de que para calcular o termo geral de uma A, deve-se conhecer ¥ g de uma
A,_1 e todas as anteriores (devido a recursao).

S(n)=S(1)+(n—-1) - Ri(1) + CRo(1) + -+

6.2 Soma A,

S(1)=S1)+0-Ry(1)+---+0-Rg(1)
S(2) = S(1) + Ri(1) + 0 Ry(1) + -+ 0 - Ry(1)
S(3)=S1)+2-Ri(1)+ Ry(1)+0-R3(1)+---+0- Re(1)
—1 n—2 n—1)...(n—k
)25 ) ( )k!( >-Rk(1)

Somando todas as equacgoes acima e reordenando termos semelhantes encontramos a
expressao da soma dos elementos que irei novamente chamar de Xg.

S(n) = S(1) + (n—1)- Ri(1) + (n

Ry(1) + - +

n(n —1)
2!

n(n—1)(n — 2)
3!

_R2(1>+H_+n(n—1)...(n—k).Rk(1)

“Ry(1)+

Como acontece com o termo geral, a expressao Xg é uma combinacao linear de
S(1),Ri(1),...,Ri(1). E os coeficientes estao direcionados com o calculo de soma de
elementos de uma A,. A regra é direta: para calcular o coeficiente de R, (1) é necessério
o calculo da soma de elementos de uma A,,.
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Para fins de formalizacdo, como as A, encontradas sao sempre numéricas é possivel
resolver por propriedades dos somatérios, igualmente ao que eu fiz em 4.2. As identidades
mais importantes sao as trés seguintes:

. o n(n+1
Zz_(;)

3

S = (M)

=1

Podem ser provadas facilmente por inducao completa nos naturais.

7 Conclusoes

Espero que tenha gostado da leitura desse pequeno texto, pois fora feito com bastante
dedicagao e aprofundamento para se obter a imagem completa do que se pode comprender
de uma progressao aritmetica de qualquer ordem. Eu sei que o mesmo nao se encontra
com uma didatica extremamente acessivel, mas isso acontece pois o objetivo sao topicos
extras avancados acerca do tema; portanto se supoe conhecimento previo consolidado do
leitor.

A ideia mais importante na minha opiniao para se consolidar desses topicos é o fato de
que sempre podemos resolver um problema de progressao aritmetica reduzindo o mesmo
a um sistema linear a priori simples. Outra ideia também importante ¢ compreender que
para obtermos férmulas completas de uma A, é necessario conhecer todas as formulas das
A, com p € N e p < n; ou seja, tudo ¢ realizado recursivamente e exaustivamente para a
formalizacao.

Qualquer duvida, sugestao de mudanca, correcao de erro ou para trocar uma ideia pode
me contatar pelo discord: Ludwig#4351 ou pelo email trophyhunterptbr@gmail.com.
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