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1 Definicoes

1.1 Sequencias

Sequéncia é todo tipo de funcao C C N — Z onde Z pode ser qualquer conjunto
numérico e C' um subconjunto dos naturais com a seguinte formatacao parametrizada

C={reN:a<z<baeNAbeN}

Assim, associamos cada elemento de C' natural com um elemento do conjunto Z.
Geralmente nos pensamos no conjunto C' tendo como parametro a = 1 e b sendo
livre de escolha, podendo até mesmo termos uma sequéncia infinita pensando num caso

especifico como
Co={z€eN:2>0}=N

Porém caso nossa sequéncia tenha um nimero finito de termos (ou seja de um conjunto
dominio finito) usaremos a seguinte notacao

Cp,={reN:z<n}

Agora pensando no conjunto contradominio Z, nesse artigo usarei apenas Z = R pois
engloba todas as nossas possibilidades ao estudar as PGs.

Portanto, para fins praticos adotaremos a seguinte definicao de sequéncias sobre uma
fungao generalizada s(z)

s(x): Cp, > R

x +— s(x)

1.2 Progressao Geométrica

Nés definimos de Progressao Geométrica (ou PG) toda sequéncia genérica p(z) caso a
seguinte condicao se satisfaga

plr +1)
(3g € R)(Vx € C),) ( (@) q)
Dessa definigao fica imediato que p(x) # 0 para todo x em C,, pois se nao terfamos
um denominador nulo e nao queremos nos preocupar com isso.
Numa sequéncia p(z) finita modelada por uma PG, mais nos importa a sua imagem
que a sua estrutura funcional. Dessa forma utilizamos a seguinte notagao sequencial para
tornar nosso trabalho mais visual

p=(p(1),p(2),...,p(n))

E caso tenhamos uma sequéncia p(x) infinita modelada por uma PG
p=(p(1),p(2),...)

2 Teoremas Fundamentais

Uma das coisas mais importantes quando se estuda um caso especial de sequéncia é
conhecer seu termo geral, ou seja, conhecer o valor de p(z) por uma fungao fixa em x.

Para tal irei enunciar a férmula do termo geral seguido de sua prova por indugao
completa.
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2.1 Termo Geral

Teorema 1. Seja p(z) uma PG, a formula fiza do seu termo geral em fun¢ao de x serd

Demonstragao. Para p(1) é imediato, ja que pela férmula p(1) = p(1) - ¢! =1 = p(1).
Considerando que para p(k) com k € C,, seja valido a formula, irei mostrar que por
consequéncia disso para p(k + 1) também serd vélido a férmula.

{ p(k) = p(1) - ¢*~
pk+1) =p(k)-q
plk+1)=p1)-¢" - q=p1) ¢ =p1)- ¢

Mostrando assim que se vale para p(k) também vale para p(k+1) e portanto provando
a férmula Vk € C,,.

1

]

Poderiamos chegar na mesma férmula de forma visual, porém nesse caso nao sera
considerado uma prova formalizada

p(2) =p(1)-q
p(1) = p(1)

Vou multiplicar todas essas equagoes, relembrando que nao podemos ter elementos da
sequencia nulos

p(x) -plx —1)...p(2) p(1) =p(x —1)g-p(z —2)q...p(1)q - p(1)
p(x) -ple—1)...p(2)-p(1) =p(x —1)-q- p(I—2) ~p(1)-q-p(1)
p(x) =p(1) - ¢q

2.2 Teorema do Valor Intermediario
Teorema 2. p(x — k) - p(x + k) = p(x)?

Demonstracao. Prova praticamente imediata olhando os termos gerais

{ ple = k) =p(1)-¢"*!
p(x + k) =p(1) - ¢"*!

sople—k) ple+k) = [p(1) - ¢" 1] - [p(1) - g" ]
= p(1)2 . q(x—k—1+x+k—1)

]

Para fins praticos geralmente nos importa apenas o caso k = 1 pois sabendo p(z — 1)
e p(z + 1) vocé encontra |p(z)| = \/p(x — 1) - p(x + 1).
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2.3 Simetria do Produto
Teorema 3. p(z) -p(y) =k eR(Vz,y e C,:x+y=a€N)

Demonstracao. Para realizar a prova primeiramente y = a — x, e entao substituimos isso
em p(z) - p(y) para mostrar que retorna uma constante real k.

plz) =p(1) - ¢"!
pla—x) =p(1)-¢* ="
p(x) - ply) = p(z) - pla — x)

]

Essa analise equivale ao que Gauss fez enquanto crianca para o caso de uma PA de
primeira ordem, porém invés da simetria ser pela soma, na PG ela acontece pelo produto.

3 Soma Dos Termos

3.1 Finita

Em alguns casos pode ser 1util conhecer como calcular a soma dos termos de uma
sequéncia finita por uma fungao fixa em n tal qual n = card(C,,). Chamarei essa fungao
de S(n).

Para o caso de uma PG podemos achar sua expressao por meio de um truque algébrico

S(n) =p(1) +p(2) + - +p(n)
=p(1) + (p(1) -q) + -+ (p(1) - ¢" )
Multiplicando a equacgao acima por g e fazendo a distributiva

S(n)-q=(p(1)-q) + (p(1) - ¢*) + -+ (p(1) - ¢")
Ai entao vamos ter duas equacoes para poder realizar manipulacao entre elas

{ S(n) =p(1) + (p(1) - q) + -+ (p(1) - ¢" ")
S(n)-q=(p(1) @)+ (p(1) - ¢°) + -+ (p(1) - ¢")
Subtraindo a segunda equacao pela primeira de cima para baixo

q
1)-¢*) +
~8(n)(g—1) =p(1)-¢" —p(1)

(1) (¢" — 1
str) = M- 1)
Teorema 4. A soma dos n termos de uma PG finita de razdo q # 1 serd dada pela
formula

—_
—

n
p(1)-(¢"—1)
qg—1

Caso vocé queira realizar uma prova mais rigorosa desse teorema, basicamente voce
vai aplicar indugao completa sobre k € (), genérico até o max C,, = n.

S(n) =

)+ (p(1) - )] = [p(1) + (1) - @) + -+ (p(1) - g



3 Soma Dos Termos 6

3.2 Infinita

Até agora apenas calculamos a férmula para o caso de uma PG finita, e vai ser dela
que poderemos deduzir a sua correspondente numa PG infinita com algumas condicoes
iniciais.

E imediato que algumas somas infinitas nao irao convergir, como por exemplo

p=1(2,4,8,16,...)

Cada vez que voce considerar o préximo elemento da sequéncia a soma vai se distanciar
cada vez mais de uma possivel estabilizacao e assim convergeéncia.

Porém ha casos, especificamente quando |¢| < 1, que a soma infinita ird convergir
para um valor real. Para uma validacao mais completa da teoria exposta acima seria
necessario um estudo em Caélculo de Séries, sobretudo os testes de convergéncia e suas
condicoes sobre a soma.

Por enquanto sera satisfatorio apenas trabalhar com a nogao de limites para podermos
chegar na formula desejada

Teorema 5. A soma dos infinitos termos de uma PG infinita, que satisfaz |q| < 1 serd
dada por

p(1)

S, =~z
I—gq

Demonstra¢ao. Como temos uma PG infinita, nao existe max(C,, = N) nesse caso, porém
queremos saber como a mesma se comporta tomando n suficientemente grande. Dessa
forma introduzimos a notacao de limites no infinito

Seo = 2,57
o))
n—00 qg—1

Utilizando as seguintes propriedades de limites para poder manipularmos melhor a
expressao, caso Jlim, o f(x) Alim, o g(x)

lim f(x) + g(2) = lim f(z) + lim g(z)
lim f(z) - g(z) = lim f(z)- lim g(z)

limec=c¢c
r—r00

Podemos entao expandir nossa expressao

p(l) : hmn—wo(qn — 1)

S =
_ p(1) - (limyne(g”) — 1)
qg—1
Para entender o préximo passo imagine que tenhamos uma fungdo f(n) = ¢" no

qual |g| < 1, e para facilitar nosso raciocinio ainda mais, 0 < ¢ < 1. Dessa forma,
0<qg<l=0<¢@<qg<l=0<q¢ <q¢ <q<1,ouseja, as poténcias de ¢ nesse
caso vao se aproximando cada vez mais do zero. Atingindo o zero apenas no caso limite
quando temos seu expoente tendendo ao infinito positivo.
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oo lim (") =0

n—oo
Agora sé substituir essa conclusao na férmula ja finalizada de S,
p(1)-(0—-1) —p(1) _ p@1)

SOO: pr— pr—
q—1 g—1 1-—g¢q

4 Produto Dos Termos

4.1 Finita

Para eu poder calcular o produto dos termos de uma PG finita, terei que recordar
uma formula essencial para o estudo das progressoes aritméticas.

n(n+1)
2

Vou fazer uma rapida prova visual desse resultado, que se assemelha bastante a como
se faz a prova da soma dos termos de uma PA

1+243---4n= (Vn € N)

Demonstracao.
S=1+24+3+---+(n—-2)+(n—-1)+n

S=n+n—-1)4+n—-2)4+---+3+2+1

Somando de forma organizada S na primeira linha com S da segunda linha

28=m+D)++)+(+1) 4+ +n+1)+(+1)+(n+1)

n termos
n(n+1)
2

25 =n(n+1)= 5=
0

Conhecendo esse resultado agora podemos mostrar como se encontrar a férmula do
produto dos n termos de uma PG finita, como uma funcao fixa de n.
Chamando de P(n) o produto desejado montamos a seguinte equagao

P(n)=p(1)-p2)...p(n—1)-p(n)
=p(1)- (p(1)-q) ... (p(1)-¢" %) - (p(1) - ")

— 2\[,(1) 'p(l)-.-p(l)J . (q-qQ----q”_z-q”_l)

TV
n termos

_ p(1>n . q1+2+~~-+(n—2)+(n—1)

Perceba que temos no expoente de ¢ uma soma bem semelhante a que demonstramos
sua formula, porém invés de somarmos até n somamos até n — 1. Chamando essa soma
do expoente de Z obtemos a seguinte expressao

7 n(n+1) nn+1)—2n nn+1-2)
= — — N = =
2 2 2
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n(n—1)
2
Finalmente teremos a férmula do produto dos termos de uma PG finita

- 7 =

P(n) =p(1)" - ¢*

Em alguns casos pode ser 1til a seguinte variacao dessa férmula, principalmente se
voceé ja conhece todos os elementos da sequencia

Esse ”+”ocorre pelo fato de que em alguns casos podemos ter o expoente 3 impar e
um radicando negativo.

Teorema 6. Seja p(x) uma PG finita com razao q, temos que o produto dos seus n =
max C,, termos serd dada pela formula

4.2 Infinita

No caso de uma PG infinita, encontramos um resultado muito interessante; nesse caso
vamos manter nossa condi¢do necessaria e suficiente de |¢| < 1.

Py, = lim p(1)" .¢% = lim p(1)" - qn(nz_l)
n—oo n—oo
= lim ( )
n—oo
. n=t\"
- (,}:H;OPWQ ”)

= <lim p(1) - lim an_l)n
n—oo n—oo

= (- (m))

Relembrando o argumento intuitivo utilizado na soma de uma PG infinita, podemos
dizer que

Teorema 7. Seja p(x) uma PG infinita, caso sua razao satisfaga |q| < 1, temos que seu
produto P, serd sempre nulo
P.=0
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5 Segunda Ordem

Agora vamos entrar em um assunto bem mais desafiador algebricamente, que sao as
PGs de segunda ordem. Essencialmente é a mesma ideia das PAs de segunda ordem,
porém invés da razao sempre ser somado a uma constante, ela vai ser multiplicada por
uma constante.

Para exemplificar o que foi dito irei dar um réapido exemplo numérico de uma PG de
segunda ordem, que para facilitar nosso entendimento chamarei de P, enquanto a nossa
PG tradicional sera chamada de P, ou simplesmente P.

Seja W uma P, podemos ter a seguinte sequéncia

W =1(1,2,8,64,...,w(n))

Irei calcular todas as razoes explicitas entre termos consecutivos

w(2) _
W)
W) _
w(2) 4
w(4) _
w@)

Perceba que as razoes parciais formam uma P; de razao explicita ¢ = 2.
Portanto para podermos caracterizar uma P, completamente iremos precisar saber seu
primeiro termo p(1), sua razao inicial ¢ e sua razao das razoes parciais ¢.

Para formalizar melhor o que foi dito, podemos usar o seguinte construtor para uma
P, de razao ¢

P = P(p(1),q) = P(p1,q)

E o seguinte construtor para uma P, de razao inicial q e razao das razoes parciais ¢

W =W(w(l),q,¢) = W(w1,q, o)

Observacao 1. Para que as notacoes a sequir nao figuem muito Tuins para uma leitura
dindmica, vamos escrever os termos de uma sequencia por sy, so invés de s(1) e s(2).

5.1 Definicao Formal

Seja W uma sequencia genérica, caso a mesma satisfaca a seguinte sentenca podemos
a considerar uma P,

(3g € R)(3p € R)(Vz € C,) (%zq/\ W :w“-¢>

wq Wy—1 Wy—2

Irei adotar nesse curso prioritariamente defini¢oes recursivas quando as mesmas forem
solicitadas
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5.2 Termo Geral

Vamos perceber nessa sessao que nem sempre encontrar o termo geral de uma sequéncia
conhecida é um trabalho facil e automatizado.
Seja W (z) uma sequencia genérica Py

W = (wy, wa, w3, ..., w,)
Expandindo os termos usando o construtor W = W (wy, q, ¢)

W:(iufl_/awl Q7w1 (q gb)jzul q- ( gb)(ngQ):awn)

TV TV
wq w2 w3 w4
_ 2 3 3
—(wlawl'Q7w1'q'¢7w1'q'¢7"‘7wn>
~— —— ~— ~
w1 w9 w3 w4

De forma semelhante ao que sabemos de uma P; queremos um termo geral de w,, dado
por algo como
Wy, = Wy - qf(n) . ¢9(71)

Comegando com a fungdo f(n) ela é bem simples, pois ja a encontrarmos no caso de
uma P;; e isso é valido porque sempre multiplicamos o termo anterior por ¢* = g.

fin) =n—1

Agora para a funcdo g(n) vamos ter que pensar mais um pouco, pelo fato de que
multiplicamos pelo termo anterior ¢*, no qual k depende de qual posicio estamos falando.
Fazendo uma sequéncia dos expoentes de ¢ veremos algo como

¥ =(0,0,1,3,6,10,...,¢n)

Talvez nao esteja tao aparente porém temos uma progressao aritmética de segunda
ordem na sequencia v, a famosa A, do meu artigo sobre tépicos extras de PA.

Nesse caso vamos ter um construtor de ¢ dado pelo seu primeiro termo 1, sua razao
inicial r, e sua razao das razoes parciais p, se vocé prestar atencao conseguimos fazer a
seguinte construcao

¥ =1(0,0,1)
Vou relembrar a formula do termo geral de uma A, e em seguida fazer uma prova por
indugao completa para os curiosos

Teorema 8. Seja v uma As com razao inicial v e sua razao das razoes parciais p, SEu
termo geral serd dado por

(n—1)(n— Z)p

Y =1+ (n—1)r+ 9

Demonstracdao. Para os casos base temos que sao validos

0
w1:w1+(0—0)7“+§:¢1
0
¢2:¢1+(1—0)T+§:¢1+T
Considerando agora que ela seja valida para 1y

(k—1)(k—2)
2

Yr =1+ (k= 1)r+ p
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Numa A, a partir do segundo termo para obtermos o proximo elemento sempre iremos
adicionar r e (z — 2)p do anterior, onde z é a posigao dele.

Uk =t tr+(k+1=2)p=tp+r+(k-1)p

Utilizando a hipdtese de indugao, chegamos em

1/1k+1=¢1+(k3_1+1)7’+(k5_1)'((k;Q)"‘l)P

o e e ey (B2,

k

Mostrando entao que se a formula é valida para 1, ela também sera para 1,1, onde

k é um natural que vai de 0 até n.
]

Agora que ja demonstramos a férmula que irei usar basta encontrar o termo geral da

nossa ¢ = 1(0,0,1)

wn:w1+<n—1>r+("_1)2(”_2>
:0+(n—1)-0+(”_1)2(n_2)
(n—1)(n—2)

Como essa ¢ a sequéncia dos expoentes de ¢ encontramos finalmente qual é a expressao
para g(n)

o(n) = (n—l)z(n—Q)

Com todas essas informagoes posso finalmente enunciar o termo geral de uma Ps

Teorema 9. Seja W uma Py de construtor W (wy,q, ) seu termo geral sera dado por

_ (n—1)(n—2)
w, =wy-q"" g 2

Se quisermos provar formalmente esse teorema teriamos que fazer a exata mesma coisa
que fizemos para a prova do Teorema 8. Porem como eu acabei de faze-la seria algo
desgastante e sem beneficios, portanto caso o leitor queira exercitar, convido o mesmo a
tentar.

5.3 Propriedades

No caso de uma P, vamos ver que temos muitas propriedades equivalentes a existentes
numa P;, comecando com a férmula do termo geral que acabara de ser apresentada.
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5.3.1 Teorema do Valor Intermediario
Pela definicao formal de uma P, sempre é verdade que

W41 o Wy

Wy Wr—1

O termo intermediario entre w, 1, w, e w,; é imediatamente w,

5 1
w, = 5@%—1 *Wet1
1
w, = =+ 511}1,1 * Wr41

Porém esse é o o caso mais bésico, para vermos o mais abrangente vamos considerar

o intervalo de w,_j até w,

ko1 (z—k—1)(z—k—2)

Wy—p = Wy - qx ’ qb 2
k1 (z+k—1)(xz+k—2)

Weyp = wy "1 2

(@=1)(z=2)
wy=wy gt
O que eu busco é encontrar 1(z, k) de tal forma que

w92c = (wxfk : wm+k>¢(x7 k)

w2

vla) =

We—k * Wetk

U}% X q2172 . ¢(x71)(172)

- (z—k—1)(z—k—2) B (z+k—1)(z+k—2)
(w1 A ) : <w1 AR )

B w% A q2:c—2 . ¢(1‘—1)(:c—2)

(z—k—1)(z—k—2) | (z+k—1)(z+k—2)
2 2x—2 +
wy g% @ 2 2

= ¢?

Talquer —1=uwuex—2=vw

(u—Fk)(v—Fk)+ (u+k)(v+k)
2

Z =uv —

wv — uk — vk + k* + wv + uk + vk + k2
=y —
2

2uv + 2k* 9
U_—

2

=uv —uw — k* = —k

Portanto podemos formalizar ¢ (x, k)
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U, k) = ¢? = ¢~

1
Wy = i\/wa—k * Wtk

O maneiro desse resultado é que se temos uma P; o ¢ = 1 e entao obtemos a formula
ja conhecida e demonstrada anteriormente, além de mostrar que o quanto mais distante

em k ficamos do termo intermedidrio w,, maior é o produto dos termos equidistantes;
provando que nao temos uma simetria de equidistancia como numa P;.

5.3.2 Simetria do Produto

Nesse momento ja deve ser ébvio que nao ha simetria em relacao ao produto sé pela
conclusao anterior, porém para fins técnicos vou fazer uma rapida prova

r+y=acR=>y=a—-z

. (z—1)(z—2) o (a—z—1)(a—z—2)
wx‘wy:<w1'qxl'¢ 2 )'(wl‘qa11'¢ 2 )

(:L‘—1)(1—2)+(a2—z—1)(a—z—2)

=wi- ¢ ¢

Se voce expandir o expoente de ¢ vai perceber que ele ainda é dependente de a cons-
tante, dessa forma a simetria em relacao ao produto além de nao acontecer, nao tem uma
formula satisfatoria para ser utilizada.

5.4 Transformacao Logaritmica

Na maioria dos casos é mais simples manipularmos uma A, que uma P,, portanto vou
mostrar um método para encontrar uma sequéncia aritmética equivalente a uma sequéncia
geométrica.

Vou comegar com uma P, dada pelo construtor W (wy, ¢, ¢)

W = (w1, w1q, w1¢°¢ + w1g° P + -+ - + w,)

Tirando o logaritmo de cada termo, independente de qual base seja

A = (logwy, logwiq,log wig*p, logwig*¢*, ... logw,,)

A = | logwy,logw; + log q,logw; + 2log q + log ¢,log wy 4+ 3logq + 3logp+ - - - + logw,
N 7 o ~ 7\ ~ 7 o ~ >y

w1 wa w3 w4

Podemos perceber que A vai ser uma Aj de construtor A = (ay,r, p) = (logwy, log ¢, log ¢)

a, = logw,

Relembrando do Teorema 8, conseguimos ter a formula do termo geral de A

(n—1)(n—2)
2

ap=a;+ (n—1)r+ p

Substituindo pelos parametros do construtor na equagao acima

(n—1)(n—2)
2

a, =logw; + (n —1)logq + log ¢
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(n—1)(n—2)
2

E imediato que w, é uma funcao de wy, ¢, p e n, por sua propria definicao formal.
Portanto posso dizer que a féormula mais geral de w,, serda

log w,, = logw; + (n — 1) logq + log ¢

= w0 e G

(n— 1)2(n —2) log &

O lado direito posso agrupar utilizando as propriedades conhecidas e ja utilizadas de
logaritmos

.. log (w{l(") g2 ¢f3(n)> =logw;, + (n —1)logq +

(n—1)(n—2)
2

(n—1)(n—2)
:10g<w1.qn_1.¢ 12 2)

logw; + (n—1)logq + log ¢ = log (wy) + log (") + log (qSW)

Finalmente podemos encontrar o termo geral de uma P, utilizando uma A, como referéncia

log (wf - gR0) - 6f) —1og (w; - g" - " E)

( w{l(n) =w, = fi(n) =1

¢ = ¢ = fo(n) =n -1

(n—1)(n—2)
2

(n—1)(n—2)
2

= f3<7”l) =

(n—=1)(n—2)
2

\ ¢f3(n) =¢

. _ n—1
Wy = W10 g :

Antes de terminar essa parte e irmos adiante gostaria de mostrar uma formalizacao fun-
cional dessa da transformacao logaritmica. Como ja dito no inicio desse paper toda sequen-
cia é um tipo de funcao de C), nos R. Portanto quando encontramos uma sequéncia equi-
valente de uma outra, estamos implicitamente fazendo uma transformacao matematica,
levando uma funcao na outra.

Chamando de V o transformador de uma P, simbolizada por W numa A, simbolizada
por A, escrevemos a seguinte equacao

VW =A

Esse transformador, que também pode ser chamado de operador, apresenta varias
tipologias mas isso nao ficard a cargo desse texto.

O que eu quero mostrar é que quando fazemos uma transformacao logaritmica como
essa, fazemos a de forma sequencial, aplicando o log de base qualquer termo a termo da
sequéncia, para podermos pegar os expoentes de ¢ e de ¢ e manipulé-los numa soma invés
de uma poténcia.

log w,, = a,

Se quiséssemos fazer uma analogia a algo mais pratico, poderiamos pensar na sequencia
como um vetor de R"™ tal que essa transformacao funciona como uma transformacao nao
linear do R™ no R™.
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5.5 Produto dos Termos
5.5.1 Finita

Pode parecer estranho eu estar apresentando a secao de Produto dos Termos antes da
Soma dos Termos, em relacao a isso vai ficar bem mais explicado posteriormente.

Para eu chegar na férmula do produto dos n termos P(n) de uma P, finita simbolizada
por W, farei isso usando sua equivalente logaritmica VW

VW = (log wq,logwy, ..., logw,)
A soma dos n termos da sequéncia acima vai ser dado por
S = logw, +logws + - - - + log w,

= log (wy - wy ... wy)

Perceba que wy - wo - -+ - w, é 0 nosso P(n) e ja é conhecido no meu paper de tépicos
extras de PA a férmula da soma dos n termos de uma As, a qual irei anunciar a seguir
sem uma prova pois a mesma ¢ longa e ja fora feita.

Teorema 10. Seja v uma As de construtor » = (Y1,7,p), a soma dos seus n termos
serd dado por

S¢—¢1'n+n(n2_1) .T_i_n(n—lg(n—Q)

p

Portanto, substituindo os parametros do construtor VW = VW (logwy, log ¢, log ¢)
na férmula do teorema acima

S:logwrn—i-w (n—lg)(n—2)

= log (wY') + log <qn<n271>> + log <gbn(nilg<n72)>

n
-logq + -log p

= log (w’f . q"<”2’1> _ ¢n(n71g(n,2)>
Como § = log(P(n))
log (P(n)) = log (w? . q”‘";U ' ¢n<n—1g(n_2))
L P(n) = wh gt gt

Teorema 11. Seja W uma P, de construtor W(wy,q,¢) o produto dos seus n termos
serd dado por

n(n—1) n(n—1)(n—2)
. 6

5.5.2 Infinita

O principio aqui é o mesmo feito para uma P;, denotando P, a soma dos infinitos
termos da nossa Ps infinita W

. n n(n—1) n(n—1)(n—2)
Po=lm (w]-q 2 -9 6
n—oo

. (n—1) (n=1)(n—=2) n
—= ( hm (wl . q 2 . qﬁ 6 >>
n—oo
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. 1 e\l
= w1 - hm qz . qb 6
n—00
1 ) -\ n—1\"
= | w;y- <q§ . lim ¢ 6 >
n—00

O interessante nesse caso que para o célculo do limite independe se |¢| < 1 pois o
mesmo se torna uma constante depois desse algebrismo, porém é necessario e suficiente
que |¢| < 1 para que o limite acima convirja e seja zero, como ja discutimos anteriormente.

1 n—1\"
Poo:(wl-(q2«0> ):o

Teorema 12. Seja W uma Py infinita de construtor W (w1, q, ¢) que satisfaz |¢p| < 1, o
produto dos infinitos termos serd sempre nulo

P.=0

O interessante desse topico é o fato de que independe o valor de ¢ para que o produto
tendendo aos infinitos termos seja nulo.

6 Soma dos Termos

Infelizmente a triste realidade sobre a soma dos n termos de uma P, é que eu ainda
nao encontrei uma possivel formula e pelo jeito mais ninguém pelo meu longo periodo
de pesquisa. Tanto o termo geral e o produto acabam saindo de forma espontanea por
causa da gloriosa transformacao logaritmica, porém nao conseguimos tirar dela a soma
desejada.

Da mesma forma que um dos artigos que li sobre esse tema, convido o leitor a tentar
encontrar uma possivel férmula para a soma, ou ao menos mostrar seu algoritmo de
demonstracao. Porque pode ser que a féormula seja tao grande que seja mais interessante
apenas o algoritmo para colocar numa maquina.

7 Analise Exponencial
Da mesma forma que encontramos f(n) e g(n) da férmula do termo geral
W, = Wy - qf(n) . ¢g(n)

Conseguimos a fazer por substituicao em cada exemplo relembrando que o expoente do ¢
vai ser um polinomio de primeiro grau e o expoente do ¢ vai ser um polinéomio de segundo
grau
Wy, = wy - qan—l—b . ¢cn2+dn+e
Para ficar ndo macgante vou pegar apenas uma P, de construtor W (wy,q, ¢) a prova
do fato acima deixo aos leitores interessantes, mas ja falo de antemao a necessidade de
entender a analise polinomial de uma PA de ordem superior

_ a+b ct+d+e
wy =wy ¢ @

a+b=0
c+d+e=0
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_ _ 2a+b 4c+2d+e
Wy = W14 = W1 - ¢ ¢

20+b=1
de+2d+e=0

Das primeiras equagoes de cada sistema ja podemos encontrar a, b

{““Lb:o a=1Ab=—1

2a+b=1

2 2 9c+3d
w3:w1q¢:w1.q .¢C+ +e

Juntando todas as equacoes envolvendo o expoente de ¢ podemos finalmente acha-lo

c+d+e=0

_ 1 _
de+2d+e=0 83ch26i1—01 Sc=g Ad=— Ae=1
9c+3d+e=1 -

Assim anunciamos mais uma vez o termo geral de uma outra forma

w, =wy - ¢ ¢(n_1)2(n_2)

Poderiamos fazer o mesmo para o produto dos n termos de uma P, porém nao vejo
motivagao suficiente para cairmos em um problema de 6 varidveis com termo ctbico.
Porém caso queira ver na prética a validade desse método funcionara como um belo de
um exercicio, e principalmente, se vocé quiser ver com mais profundidade esse método
recomendo ler meu artigo sobre os topicos extras de uma PA.

8 Estrutura de Formacao

Até o momento nao paramos para estudar a estrutura de formacao a fundo de uma
P, no méaximo olhamos a mesma com uma perspectiva alternativa por uma A, corres-
pondente.

Para tal vou trabalhar com uma P, simbolizada por W com construtor W (wy, q, ¢)

W = (wy,ws, ..., wy,)
O significado de ¢ ¢ a primeira razao parcial consecutiva

w2
qQ=—
w1
Dai tiramos que wy = wy - q

O significado de ¢ é a razao das razoes parciais consecutivas

w3
¢ = Wy Wi W3
= T = w%
w1y

Dai tiramos que ws = w3¢/wy, substituindo wy = wy - ¢

2 2
wiq o
w3z = 11) :w1q2¢
1




8 Estrutura de Formacao 18

Aplicando a definicao de ¢ para wy

Dai tiramos que wy = w3¢/ws, substituindo wy = wy - q e w3 = wy - ¢* - ¢

2. 4. 43
_wiq ¢t 3.3
=——————=wyg¢
wy - q

E assim por diante conseguimos definir todos os elementos de uma P, de forma cons-
trutiva, uma coisa interessante é que ainda podemos fazer um construtor alternativo para
W da seguinte forma, W (wq, ws, ¢). J& que implicitamente estamos dando as informagoes
base do construtor considerado anteriormente.

De forma mais genérica ainda

Wy

Wp+2 © Wn
p=

wn—l—l
) 2
c Wi = wn+1¢/wn
Agora vou provar o termo geral utilizando a definicao formal recursiva, para entender por
completo a estrutura da P,

Demonstracao. As informagoes necessarias e suficientes que temos é que, dado W =
W<w17 q, ¢) uma P2

Wa Wy, Wg—1
- — q /\ — .
w1y Wy -1 Wy —2
, , w1 e=D@=2) o
A férmula que queremos provar é w, = wy - ¢*~ - ¢ 2, temos duas hipotéses de

inducao (j4 que a segunda sentenga pds conjuncao demanda dois argumentos para achar
w,) e minimamente dois casos bases para podermos utilizar o que acabei de argumentar

Primeiramente vamos mostrar os casos base que sao para w; e wy lembrando que
wy = wy - ¢ por defini¢ao

w; = wy - ¢ @0 = wy
wgﬁwl-ngbO:wlq:wg

Considerando que seja vélida a féormula para w, e w11

_ (z—1)(z—2)
we=wy-q"T G

W1 = Wy - ¢

z(z—1)

x )

Vamos mostrar entao que ela sera valida para w, o

2
_ wx-i—l(b
Weyo = —

T
w% . q2x . ¢I($—1)+1

_ (z—=1)(z—2)
wy - gt
z(x+1)
— wl . qx+1 . 2

Provando assim que se os casos base forem verdadeiros e as férmulas validas para w,
e Wy11, ela também terd de ser para w, o, dado z € C,, = Dom (W)
]
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9 Estruturacao em Piramide

Para finalizar esse artigo gostaria de mostrar a estruturacao em piramide de uma P,
para finalmente enunciar o teorema geral desse paper.
Vamos comegar escrevendo

W:(wlawl'Q7w1'q2'¢7w1'q3'¢37"'7wn)

Isolando a influencia de ¢ termo a termo montamos a sequencia S,

Se=(1,4,4*¢,....q" ")

Fazendo o mesmo para a influencia de ¢ montamos a S,

S¢> - (17 17 ¢7 ¢37 ¢67 ceey ¢<n71)2(n72))
Utilizando a nogao de termo geral de S, e Sy vemos W como

Wy, = W1 - Sg, * S¢

n

Agora perceba que S, é uma P, primitiva S,(1,q) e S, é uma P, primitiva S,(1,1, ¢)

W(wb q, ¢> = w1<561<17 Q) © S¢>(1? 17 ¢>>

Onde ® é uma operacao vetor-vetor resultando em um outro vetor, multiplicando as
coordenadas termo a termo, semelhante ao processo do produto escalar, porém nesse caso
nao somamos nada e retornamos um vetor de mesmo tamanho dos operandos.

O fato de eu chamar de estruturacao em piramide é que toda construcao de uma P,
vai envolver uma sequéncia de influéncia como S; e Sy formada por uma P, e uma P
primitivas. E caso fizéssemos um caso analogo P3, P, até P,, terfamos formados sequéncias
P, Py, P;,... P, de influencia também primitivas.

Dessa forma o primeiro nivel da piramide é a propria P, com as suas razoes parciais
em uma P,_; representando o nivel imediatamente inferior, até chegarmos ao caso base
no qual as razoes parciais de uma P; formam uma sequencia estacionaria s(z) = a € R,
Vx € C,; representando também a base de nossa piramide.

E essa analogia é bastante importante porque ela mostra como é necessario o conheci-
mento de todas P, com k < n para determinar por completo as férmulas desejadas para
uma P, genérica, exatamente como funciona uma piramide, se vocé nao conhecer como
descer dela, eternamente ficard apenas com as informagoes contidas na parte de cima.

Assim, posso enunciar o ultimo teorema e o mais importante, porque edifica todas as
PGs de ordem superior e mostra a importancia que uma simples P; e P, tem para os
casos mais complexos possiveis de P,.

Teorema 13. Seja (, uma progressao geomélrica de n-ésima ordem, a sequéncia das
razoes parciais consecutivas serd uma progressao geométrica (,—1 de ordem (n —1). De-
finindo como base da recursao (o = (a,a,a...,a) onde a € uma constante real necessari-
amente nao nula.

Aqui fica extremamente claro que vocé precisa conhecer tudo possivel de (, de k indo
de 0 até n, para manipular com clareza as férmulas de (,; devido ao teorema recursivo
acima.

Outro desdobramento muito interessante desse teorema junto com a transformacao
logaritmica é que caso pegamos V(,, ja mostrado ser uma A,,, montando a sequéncia das
razoes parciais consecutivas dessa ultima sequéncia teremos V(,_; uma A,_1.

Ou seja, o operador V transforma a piramide geométrica numa piramide aritmética
como ¢é dito nesse corolario
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Corolario 13.1. Seja (,, uma P,, ao criarmos V(, equivalente logaritmo de (,, obtemos
uma A,; esse fato junto ao equivalente Teorema 13 para progressoes aritméticas, confir-
mam que a sequéncia das razoes parciais consecutivas de V(, serd V(,_1 uma A,_1.

Se quisermos formalizar melhor, criarei o operador T que retorna a sequéncia das razoes
parciais consecutivas tanto de uma P, quanto de uma A,,.

T(VCn) =7To V(Cn) = V(J[Cn) =Vo T(Cn)

Logo, os operadores T e V comutam na composi¢ao e ¢ isso que o coroldrio 13 junto
com o equivalente ao teorema 13 para progressoes aritméticas nos dizem, e isso que garente
essa transformagao de piramide geométrica em piramide aritmética.

E a ultima coisa a se fazer com t devido ao teorema 13 é sua formalizacao recursiva

fofoto---ot(Gn) = Co

n

1) = G

Ou melhor ainda

t®(C) = Coen, YO < k < n

No qual o indice n da expressao acima representa o nimero de composicoes com o
mesmo operador feitas
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